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Cwiczenie 2
CF
Charakterystyki czestotliwosciowe ukladow dynamicznych

1. Cel ¢éwiczenia

*  Zapoznanie sig z charakterystykami czgstotliwo§ciowymi podstawowych cztondw
dynamicznych.

*  Przeprowadzenie pomiaréw charakterystyk czestotliwosciowych cztondéw zrealizowanych w
formie obwodow elektrycznych.

* Nabycie umiejgtnos$ci wyznaczania parametrow transmitancji cztonéw na podstawie
charakterystyk czestotliwosciowych.

2. Podstawy teoretyczne

Jedna z podstawowych metod okreslania wlasciwosci ukladow dynamicznych jest wyznaczanie
ich charakterystyk czgstotliwosciowych. Charakterystyka czgstotliwo$ciowa opisuje odpowiedz
uktadu na wymuszenie harmoniczne (sinusoidalne) o czgstotliwosci zmieniajacej si¢ w okreslonym
zakresie (charakter fizyczny sygnalu wejsciowego i wyjsciowego moze by¢ rozny).

Sygnat harmoniczny jest szczegdlnie przydatny jako sygnat testowy z kilku powodow:

e kazdy sygnat (skonczony lub okresowy) moze by¢ wyrazony jako suma sygnatow sinusoidalnych

o roznych czestotliwosciach (rozktad sygnatu na szereg Fouriera),

* odpowiedz stacjonarnego stabilnego uktadu liniowego na wymuszenie sinusoidalne jest sinusoida

o0 tej samej czestotliwoscl,

* przebieg sinusoidalny jest fatwy do wygenerowania,
* sygnaty robocze w wielu uktadach sa (przynajmniej w pewnym zakresie) harmoniczne.

Dwa pierwsze fakty wskazane powyzej oraz zasada superpozycji sprawiaja, ze odpowiedz
liniowego uktadu stacjonarnego na dowolne wymuszenie mozna wydedukowacé na podstawie jego
charakterystyki czestotliwosciowej (dla przyktadu, jako$¢ sygnatu wyjsciowego wzmacniacza audio
ocenia si¢ na podstawie jego charakterystyki czgstotliwo$ciowej, chociaz sygnaty dzwigkowe nie sa
sinusoidalne). Przebieg charakterystyki czgstotliwosciowej dostarcza w praktyce wigcej informacji na
temat zachowania si¢ ukltadu w réznych warunkach niz pojedyncza charakterystyka czasowa (np.
odpowiedz impulsowa), chociaz w sensie teoretycznym sg one rOwnowazne.

2.1. Charakterystyka amplitudowa i fazowa
Jezeli na wejscie liniowego uktadu dynamicznego podamy sygnat sinusoidalny
x()=X,, cos(wt—@,) (2.1
to po zaniknieciu procesow przejsciowych na wyjsciu ukladu otrzymamy rowniez sygnat sinusoidalny
(1) =Y, cos(wr—@,) (2.2)

o0 tej samej czestotliwosci kotowej (pulsacji) w=21f [rad/s], ale w ogbdlnosci o innej amplitudzie i fazie
(Rys.2.1), przy czym zmiana amplitudy i fazy sygnatu po przejéciu przez uktad jest rézna dla réznych
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wartosci . Jezeli zmiany amplitudy i fazy zarejestruje si¢ dla wejsciowego sygnatu harmonicznego o

czgstotliwo$ci nastawianej w szerokim zakresie (teoretycznie w zakresie 0<w<o), to otrzymamy

charakterystyki czestotliwosciowe uktadu:

= charakterystyka amplitudowa A(w) jest to stosunek amplitudy sygnatu wyjsciowego do
amplitudy sygnatu wejsciowego (wzmocnienie uktadu) w funkcji czgstotliwosci o

A(w) (2.3)

= charakterystyka fazowa §(w) jest to przesuniecie fazowe (podawane w stopniach lub radianach)
sygnatu wyjsciowego w stosunku do sygnatu wejsciowego w funkcji czgstotliwosci :

¢(w) = @ () — @, (w) 24

Jezeli sygnal wyjSciowy jest opdzniony w stosunku do wejsciowego (jak na Rys.2.1), to
przesuniecie fazowe §(w) ma wartos$¢ ujemnq.

Jednostki wzmocnienia zaleza od tego, w jakich jednostkach wyrazane sa warto$ci sygnatow. Jezeli
wielko$cia wyjSciowa jest np. temperatura, a wejSciowa napigcie, to wzmocnienie moze by¢
podawane w [°C/V].

Przy zdejmowaniu charakterystyki czgstotliwosciowej amplituda sygnatu wejsciowego jest zwykle
utrzymywana na statym poziomie X,,(w)=X,=const.

x(f) | LINIOWY UKEAD | y(r)
— | DYNAMICZNY | »
Gs)

Rys.2.1. Sygnal harmoniczny przed i po przejsciu przez liniowy uktad dynamiczny.
Przesunigcie fazowe ¢=t,/(7/2)[180° jest ujemne

2.2. Zwigzek charakterystyk czestotliwosciowych z transmitancja ukladu

Jezeli znany jest model matematyczny liniowego uktadu dynamicznego w postaci transmitancji
operatorowej G(s), to na podstawie G(s) mozna wyznaczy¢ charakterystyki czgstotliwosciowe uktadu.
W tym celu okresla si¢ tzw. transmitancj¢ widmowa:

G(j6) = G(s) .. = )1;((/;)) 2.5)

Transmitancja widmowa jest szczegdlnym przypadkiem transmitancji operatorowej obliczanej na osi
urojonej s=jw na  plaszczyznie zmiennej zespolonej (oznacza to zastosowanie zespolonego
przeksztatlcenia Fouriera zamiast przeksztalcenia Laplace’a). Stosujac zespolone przeksztatcenie
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Fouriera transmitancj¢ widmowa mozna otrzymac bezposrednio z charakterystyki impulsowej g(¢)
uktadu:

G(jw) = fm g() &7/ dt 2. 6)

Transmitancje widmowa jako wielko$¢ zespolona mozna przedstawi¢ (w uktadzie wspotrzednych
biegunowych) w postaci modut-argument:

G(jw) = G(jw) | @ e 2.7)

Zaleznos¢ modutu  transmitancji widmowej G(jw) od czestotliwosci W jest charakterystykq
amplitudowq uktadu, a zaleznos¢ argumentu od czestotliwosci — charakterystykq fazowq:

[A(0) 5 G(jo) |, §(w) =arg G(jw)| (2.8)

Z tego wzgledu G(jw) nazywa si¢ tez charakterystyka widmowa uktadu.
Rzeczywiscie, jezeli wejsciowy sygnat harmoniczny x(#)=X,,cosw¥, to jego transformata Laplace’a

X(s)= X, ——

i Sygnat wyjsciowy y(£)=Y,(w)cos[wr+d(w)] jest przesunigty w fazie, a jego

transformata Y(s) =Y, (w) s [dos d)(u;) _((:))qu)(w) (korzysta si¢ ze znanego wzoru na cosinus sumy
s°+

dwoch katow). Przyjmujac we wzorze definicyjnym G(s)=Y(s)/X(s), ze s=jw i pamigtajac ze exp(jx)=

cosxtjsinx, otrzymujemy:

G(jw) = @eﬂ’@) (2.9)

m

Jezeli charakterystyke widmowa zapisze si¢ w formie ¢zg$¢ rzeczywista-cz¢$¢ urojona (w uktadzie
wspotrzednych prostokatnych):

G(jw) =Re[G(jw)]+ jIm[G(jw)] = P(w) + jO(w), (2.10)
to charakterystyki czestotliwosciowe okreslone sg zaleznosciami:
A(e) = | P2 2 - O(w)
@ =P (@+0 (@, ¢ =arctgl S (. 11)

Ze wzgledu na tlumienie charakterystyki uktadow rzeczywistych daza do poczatku ukladu
wspotrzednych G(jw) - 0 dla w — o,

Jezeli uktad dynamiczny jest minimalnofazowy, tzn. wszystkie zera opisujacej go transmitancji
G(s) leza w lewej polptaszczyznie zmiennej zespolonej s, to charakterystyki amplitudowa i fazowa
uktadu sa ze soba powiazane. Stanowia one odpowiednio ¢zg$¢ rzeczywista 1 cz¢$¢ urojona funkcji

InG(jw) = In A(w) + jd(w) 2.12)

gdzie Ind jest wzmocnieniem wyrazanym w neperach. Charakterystyki amplitudowej i fazowej uktadu
minimalnofazowego nie mozna ksztattowac niezaleznie od siebie.

2.3. Sposoby wykreslania charakterystyk czestotliwosciowych

Pierwszym ze sposobow przedstawiania wlasciwosci czestotliwosciowych uktadu jest wykres
parametryczny (wzgledem parametru w) jego transmitancji widmowej na plaszczyznie zespolonej
nazywany wykresem Nyquista. Jest on linia zakreslana na plaszczyznie zespolonej przez koniec
wektora G(jw) przy zmianie wod 0 do o (tzw. hodograf), a jego punkty spehniaja zaleznosci (2.8) i
(2.10). Procedury komputerowe wyznaczajace charakterystykg na podstawie transmitancji moga
rysowac¢ wykres rowniez dla ujemnych wartos$ci w. W takim przypadku potowa wykresu dla w<0 jest
symetrycznym odbiciem wzgledem osi rzeczywistej hodografu dla w>0 (ze wzgledu na symetrig funkcji
G(jw), Rys.2.2]. Poniewaz wykres zawiera informacje zarowno o wzmocnieniu jak i o przesunigciu
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fazowym, nazywa si¢ go charakterystyka amplitudowo-fazowa. Niejawny rozktad czgstotliwosci
wzdluz linii okre$la si¢ przez podanie jej wartoSci w wazniejszych punktach (np. w punktach
przecigcia wykresu z osiami wspotrzednych).

Innym sposobem wykreslania charakterystyki amplitudowo-fazowej jest tzw. wykres Nicholsa
A=f(§), w ktorym na osi OX odktada si¢ przesunigcie fazowe §(w), a na osi OY — wzmocnienie 4(w)
w skali logarytmicznej.

A JIm[G(jo)]

Rys.2.2. Charakterystyka amplitudowo-fazowa (Nyquista) na ptaszczyznie zespolonej

Przyklad 1: Transmitancja operatorowa ukladu RC (Rys.2.3), w ktorym jako sygnal wejsciowy
traktujemy napigcie u(¢), a jako sygnal wyjSciowy napigcie u(f), jest transmitancja cztonu
inercyjnego I rzedu:

G(S)=U2—(S):L, gdzie T =RC, k=1 (2.13)
U(s) 1+Ts
Transmitancja widmowa cztonu:
k k kwT
G(jw) = = - , 2.14
(/) 1+ jwl  1+wT’ N+ @t @14
dzie: P(W) = k O(w) = — kot Po przej$ciu do uktadu wspotrzednych biegunowych
zie: =, =——. zejsciu do uktadu w Z W
g 1+ T 1+ T? przej potrzedny gunowy
zgodnie z zalezno$ciami (2.11) dostajemy wzory okreslajace charakterystyki amplitudowa i fazowa:
k
AW =P +0° =————, d(w) :arctgg = —arctg Wl (2.15)
I+ W' T’ P
a) R b) A jim G
0 k Re G
w=eo d(un)=-45° =0
U ¢ U
1 T ’ A(w) =k/2
. L. G(j)
73—
ww=1/T

Rys.2.3. a) Obwdd elektryczny RC o transmitancji cztonu inercyjnego I rzedu (7= RC, k=1) i
b) charakterystyka amplitudowo-fazowa Nyquista tego cztonu

-4 - Cwiczenie 2 (CF) — Charakterystyki czestotliwosciowe ukiadéw dynamicznych



Laboratorium Teorii Sterowania

Wigksze znaczenie w praktyce maja charakterystyki czestotliwoSciowe wyznaczane w skali
logarytmicznej, nazywane charakterystykami Bodego (H.W. Bode — opracowat metody projektowa-
nia wzmacniaczy ze sprz¢zeniem zwrotnym, 1945):

* logarytmiczna charakterystyka amplitudowa Lm(w) (logarytmiczny modut wzmocnienia) jest
okres$lona zaleznoscia:

Lm(w) = 20log,, A(w) =20log,, | G(jo) |

(2.16)

i podawana w decybelach [dB] wzmocnienia zdefiniowanego wzorem (2.3) w funkcji

czestotliwosci przedstawionej w skali logarytmiczne;j,

* logarytmiczna charakterystyka fazowa ¢(w) jest zaleznoscia przesunigcia fazowego od
czestotliwos$ci przedstawionej w skali logarytmiczne;.

Para charakterystyk Bodego przedstawia zalezno$¢ logarytmu wzmocnienia i przesunigcia
fazowego od czgstotliwosci w sposob jawny. pokazuje mozliwe sposoby skalowania osi przy
wykreslaniu charakterystyki logarytmicznej (bardziej czytelne jest stosowanie na osi w skali
logarytmicznej jak na wykresie a).

a) 100 b) 40
30
10 20
\ Lm(w) /\
A(w) / \\ [(;7}13] 10 -

5 \
| \

0.1 -20

0.1 1 10 100 -1 0 1 2
w log w

Rys.2.4. Robwnowazne sposoby skalowania osi logarytmicznej charakterystyki amplitudowe;j

Tabela 1. Konwersja niektorych wartosci do skali logarytmicznej i decybelowe;j

X (skala liniowa) 001101 | 1 [141] 2 |3.16] 5 10 |31.6 | 100 | 1000
log X (skala logarytmiczna) | -2 | -1 0 [015]03]105]07] 1 1.5 2 3
20log X [dB] 40 | 20| 0 3 16.02] 10 | 14 | 20 | 30 | 40 | 60

Przyklad 2: Logarytmiczna charakterystyka amplitudowa cztonu inercyjnego I rzedu o transmitancji
(2.13) jest okreslona wzorem:
Lm(w) =20log A(w) =201og

=20logk —10log(l1+ w'T?) (2.17)

k
I+ W' T?
Charakterystyka fazowa jest okreslana jak poprzednio, ale wykresla si¢ ja rdwniez z logarytmiczna
skala na osi czestotliwosci. Czestotliwos¢ wn=1/T nazywa si¢ punktem zalamania charakterystyki
(Rys.2.5).

Zalety charakterystyk logarytmicznych

A. Logarytmiczna skala wzmocnienia umozliwia wyznaczanie charakterystyki wypadkowej uktadow
potaczonych kaskadowo (szeregowo) przez dodawanie (algebraiczne lub graficzne) charakterystyk
uktadow skladowych. Rzeczywiscie, jezeli charakterystyki widmowe uktaddéw sktadowych oznaczymy
przez G1(jw) 1 G»(jw), to charakterystyka wypadkowa

G(jw) =G, (jw) [G,(jw) = G, |G, | éxp j(, +9,) (2.18)
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[dB] & Lm(w)=20 log A(w) ,
aproksymacja asymptotyczna
40 1 l
20 log k£ .. 3dB
20 1
-20dB/dek
0 w
0.1 1 =T 10 100N\,
A
()
0° 0w 1 w=1/T 10 100
1 dekada
-45° ‘
_-45°/dek
-90°

Rys.2.5. Logarytmiczne charakterystyki Bodego czlonu inercyjnego I rzedu
Wypadkowa  charakterystyka fazowa  ¢(w) =¢,(w)+¢,(w), natomiast wypadkowa
logarytmiczna charakterystyka amplitudowa:
Lm(w)=20log |G |=20log(| G, |G, |) =20log| G, |+20log| G, |= Lm, (W) + Lm,(w)  (2.19)

B. Zalety logarytmicznej skali czestotliwosci staja si¢ widoczne, kiedy rozwazymy zaleznos¢ (2.17)
dla duzych czestotliwosci w>>1/T. Charakterystyka amplitudowa dazy wtedy do asymptoty

20log A(w)| 1 =~10logw’T* =-20logT —20logw (2.20)
T
Jezeli rozpatrzymy roéznicg wzmocnien dla dwoch duzych czestotliwosci w1 Wy, gdzie =10 Wy, to
na podstawie (2.20) dostajemy:

201og A(w,) - 20log A(w,) = —201log wz;
w,

=-20log10=-20dB (221)

Nachylenie charakterystyki amplitudowej dazy wigc asymptotycznie do wartosci statej rownej —20dB
na dekade, gdzie dekada nazywa si¢ dziesieciokrotng roznice czestotliwosci.

Zadanie: Sprawdzi¢, ze nachylenie charakterystyki amplitudowej dla w>>1/T wynosi —6dB na
oktawe, gdzie oktawa nazywa si¢ dwukrotng réznice czestotliwosci.

Wilasciwo$¢ ta jest ogdlna: logarytmiczna charakterystyka amplitudowa dowolnego uktadu
liniowego w miare oddalania si¢ od punktow zatamania ma przebieg asymptotycznie liniowy.
Wykorzystuje si¢ to stosujac aproksymacje charakterystyk rzeczywistych charakterystykami
odcinkami liniowymi zlozonymi z czesci asymptot. Blad aproksymacji taka tzw. charakterystykq
asymptotycznq jest najwigkszy w punktach zatamania i dla pojedynczego czynnika (jw7+1) wynosi
3dB (wzmocnienie rozni si¢ V2 razy), a w odlegtosci oktawy od najblizszego punktu zalamania
wynosi ok. 1dB. Jezeli punkt zatamania odpowiada kilku jednakowym stalym czasowym, to btedy
aproksymacji sa proporcjonalnie wigksze.

Do przyblizonej analizy stosuje si¢ rowniez odcinkami liniowe aproksymacje przebiegu
charakterystyki fazowej. Najpopularniejsza z metod polega na wytyczeniu odcinka o nachyleniu
45°/dek przechodzacego przez punkt przegigcia charakterystyki fazowej (odpowiadajacy punktowi
zatamania asymptotycznej charakterystyki amplitudowe;j, 1 rozciagajacego si¢ jedna dekade
w obie strony od tego punktu. Maksymalny btad takiej aproksymacji wynosi ok. 6°.
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2.4. Charakterystyki czestotliwosciowe podstawowych czlonéw dynamicznych

2.4.1. Czlon proporcjonalny (wzmacniacz idealny) |G(s) =k

Charakterystyka widmowa G(jw) =k (P(w) =k, Q(w) =0) ogranicza si¢ do jednego punktu na
ptaszczyznie zespolonej. Charakterystyki Bodego majg wartosci state:

20log A(w) =20logk =const, d(w) =0 (2.22)
2.4.2. Czlon inercyjny I rzed G(s)=
4.2. on inercyjny I rzedu =
! 1+T5s

Charakterystyki czgstotliwosciowe Nyquista i Bodego czlonu inercyjnego zostaly wyznaczone w
przyktadach 112 (patrz Rys.2.3 i Rys.2.5).

k
2.4.3. Czlon calkujacy G(s)=—
N
Charakterystyka widmowa:
G(jw) =k/ jw, P(w)=0,0(w)=-k/w (2.23)
Charakterystyki Bodego:
20log A(w) =20logk —20logw,  ¢(w) =-T12 (2.24)
a) fm G b) [dB] 4 Lm(w)=20 log A(w)
407
0 \ 20 log k
O(w)=-90° 207 -20dB/dek
A i ) 0 ) w=k w _
G 0.1 1 10N\
wW=0 i
. 00 A ¢((‘0) . . w _
0.1 1 10 100
-45°
-90°
Rys.2.6. Czton calkujacy: a) charakterystyka amplitudowo-fazowa Nyquista,
b) charakterystyki Bodego
2.4.4. Czlon calkujacy z inercj G(s) = ‘
4.4. Czlon calkujacy z inerc =
jacy 13 s(1+Ts)
Charakterystyka widmowa:
kT k
G(jw) = ——, P(W)=—————,0(0)=———— 2.25
U9 =+ el = e 2O ey (2:23)
Charakterystyki Bodego:
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k
A(W) =————, 20log A(w) =20logk —20logw—10log(l + w'T?) (2.26)
w1+ w'T?
1
¢(w) = —Tt+arctg—— (2.27)
Wl
a) b) [dB] 4 Lim(w)=20 log A(w)
W= jim G 1
N& " 20logk
P(w)y=-kT \|0 Re G -20dB/dek \ ;
/¢(w) 20 1 .
- AW .
G(j) . e
F 1 w=Ul/T \ wek
w=0 l -40dB/dek
0° Ad(w 0
I do-lT 10 -
-90°
-135°
-180°
Rys.2.7. Czlon calkujacy z inercja: a) charakterystyka amplitudowo-fazowa Nyquista,
b) charakterystyki Bodego
2.4.5. Czlon rozniczkujacy idealny G(s)=kL3
Charakterystyka widmowa:
G(jw) = jkawy,  P(w) =0, Q(w) = kw (2.28)
Charakterystyki Bodego:
20log A(w) =20logk +20logw,  ¢(w) =+102 (2.29)
a b A _
) A jim G ) [dB] 4 Lm(0)=20 log 4(w)
(=00 T 40 o+
k GG 20! +20dB/dek
20 log k
w0 O(w)=+90° : A : + t © >
0.1 “w=1/k1 10 100
0 Re G
A d(w)
+90°
+45°
+ 00 + w -
0.1 1 10 100
Rys.2.8. Czlon rdzniczkujacy idealny: a) charakterystyka amplitudowo-fazowa Nyquista,
b) charakterystyki Bodego
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o N : kL3
2.4.6. Czlon réozniczkujacy z inercjg (rzeczywisty) (G(s) = To+1
N
Charakterystyka widmowa:
o Jkw _kTw _ kw
G(jw) = , P(W)=———,0(W) =———= 2.30
(Jw) I+ joT () T+ o1 O(w) T+ o1 (2.30)
Charakterystyki Bodego:
A(w) = L, 201og A(w) =20logk +20logw—101og(1 + w’'T?) (2.31)
VI+W'T?
1
d(w) = arctg— (2.32)
wT
C A _
a) c) [dB] % Lm(w)=20 log A(w)
| 40 ] |3dB
20logklT 7T —
U . U2 20 - )
+20dB/dek ®
o 1 wurio 100
b) oA
HA2T) 90° [ $(©)
0.1 | wzll/T 1 100
Rys.2.9. Czlon rozniczkujacy z inercja: a) obwdd elektryczny RC (T=k= RC),
b) charakterystyka amplitudowo-fazowa Nyquista, ¢) charakterystyki Bodego
2.4.7. Czlony korekeyjne I rzed G(s)=+18
4.7. Czlony korekcyjne I rzedu =
y Yl 3 1+aTs
Charakterystyka widmowa:
. 1+ jwT 1+ 0w’T? Wl (1-a)
G(jw) =————, P(W)=—F—F=,0(0) =————= 2.33
(/) 1+ jowT () 1+0°w'T? () 1+0’w'T? (233)
Charakterystyki Bodego:
1+ w'T? 22 2, 202
A(W) = |—— 5=, 20logA(w)=10log(l1+wT")—-10logl+a°wT") (2.34)
I+a°wT
wl'(1-a)
W) = arctg —————- 2.35
b(0) =aretg =2 =) (239

Wiasciwosci korekcyjne 1 przebiegi charakterystyk czestotliwo$ciowych czlonu roznia sig
zasadniczo w zaleznosci od tego czy parametr O jest wigkszy czy mniejszy od 1. W miarg jak warto$¢
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O jest coraz wigksza (lub coraz mniejsza) od 1 wlasciwosci korekcyjne czlonu, szczegdlnie jesli
chodzi o wprowadzane przez czlon przesunigcie fazowe, staja si¢ coraz wyrazniejsze.

A) ao>1 - czlon opézniajacy faze (korekcja calkowa)

W zakresie czgstotliwosci posrednich czlon wnosi ujemne przesunigcie fazowe o wartosci
minimalnej:

I-a . 1
n(W,;,) = arctg——, gdzie ,,;, =—— 2.36
(I)mm( mm) g \/a g T\/a ( )

W zakresie wysokich czgstotliwo§ci wzmocnienie cztonu jest mniejsze od 1.

a) R ©)  [dB]A Lm(w)=20 log A(w)
'—:IT ! 1
G 0 (0.1 lar 10 7 100 W
T 1 T Ll
v R, v \ |
-20dB/dek |
b) A JIm G -20loga A
Ad(w)
Quin 1\ Ll I ReG 0.0 1 @uil0 100 W
0 W= w0 0° ' : i
Wi G(jw) i
90°

Rys.2.10. Czton opozniajacy faze: a) obwdd elektryczny RC (T=R,C,, 0=(R,+R,)/R>),
b) charakterystyka amplitudowo-fazowa Nyquista, c) charakterystyki Bodego

B) 0<1 - czlon przyspieszajacy (forsujacy) faze (korekcja rézniczkowa)

W zakresie czgstotliwo$ci posrednich czlon wnosi dodatnie przesunigecie fazowe o wartoSci
maksymalne;j:

l-a 1
max(Wpgy) = arctg——,  gdzie W, =—+ (2.37)
P (W) &y @ 4o

W zakresie wysokich czgstotliwo$ci wzmocnienie cztonu jest wigksze od 1.

(+Tis)(A+Ts)

2.4.8. Czlony op6zniajaco-przyspieszajacy faze G(s)=

(+aTs) 1+ L)

Czton ten jest szeregowym potaczeniem omowionych poprzednio cztondéw korekcyjnych I rzedu.
Charakterystyka widmowa: G(jw) = P(w) + jO(w), gdzie:

(-TT@Y +@GAT)AL+ 2 @I-TLE)((T +T) -@r, + )]
P(w) = . A Ow)= . a (2.38)
(1+0‘2T12w2)(1+%w2) (1+a27]2w2)(1+%w2)
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Charakterystyki Bodego:
T.
(1+T]2(,02)(1+T220L)2) (*Il_Tszwz)[(T] +T2)_(GT1 +E2)]
A(w) = i . O(w) =arctg T
(+a’Tia)i+ L) (I-TLw) + @ (7 + )T + ) (239)
20log A(w) =101log(l + T2*) +10log(l + T w’) = 10log(l + o *T 2w’ ) = 10log(l +LZT;Q>2)
a
a) c)
[dB]4 Lm(w)=20 log A(w)
20log(1/a) [ ci_
20 +3dB
+20dB/dek
0 J + (A)‘
A jimG 01 11 {10 1 100 -
b) T al
JAd(w
W G(j0) 90° 19()
(I)max
¢max . w=0 =00 Re G
0 1 1/a 0° ' w
0.1 1 Wy 10 100
Rys.2.11. Czton przyspieszajacy faze: a) obwod elektryczny RC (T=R,C), 0=R,/(R|*+Ry)),
b) charakterystyka amplitudowo-fazowa Nyquista, ¢) charakterystyki Bodego
a) R ©)  [dB]A Lm(w)=20 log A(0)
_:_ 1 1 1 o
*——0 [ = P
Il ' I * af, 1 T & T, 100 7, w
I C 0l ' ! ' (__"L >
a g *3dB
U| R2 U2 i
3o | 200k |/ +20dBldek
A 1
b) Jim G -20logat =~
1
Wyax A ¢((D) Q)O - TiTz
1 ¢max
W, =
¢max _ 0 TIT2 W=00 Re G 0° Wyin wy
P DA w01 TN 10 o ©
] . ¢min
] mm'n G(](A))
L+T,
ar+ 2

Rys.2.12 Czlon opozniajaco-przyspieszajacy faze: a) obwod elektryczny RC
(T1 =R1C1, T2:R2C2, GZ(R1+R2)/R2>1, pI'ZYthO, 7e T1>T2),
b) charakterystyka amplitudowo-fazowa Nyquista, ¢) charakterystyki Bodego

Cwiczenie 2 (CF) — Charakterystyki czestotliwosciowe ukladéw dynamicznych

-11-



Laboratorium Teorii Sterowania

2.4.9. Czlon oscylacyjny II rzedu G(s) = n
ylacyjny Il rz¢ (s) 2w s o

gdzie: ( - wzgledny wspotczynnik ttumienia (0<(<1)
W, — czestotliwos$¢ drgan niettumionych
Charakterystyka widmowa:

W (W =) 20w’ W

G(jw)=P(w)+ jO(w), P(w) = ,0(w) = (2.40)
(o) = Pl + (), M) W'+ +20w (207 1) () W' +w +200° (207 1)
Charakterystyki Bodego:
2
A(w) = “ , 20log A(w) = 40logw, —10log[es’ + ' + 2w’ (27% ~1)] (2:41)
\/w“ +w F2ww (277 -1)
2¢(w,w
P(w) = arctg% (2.42)
W —Ww

n

Dla czgstotliwo$ci rezonansowej 0, = 0)”\/1—2Z2 wzmocnienie ma warto$¢ maksymalna (tzw. pik

rezonansowy) rowna A, (w)=1/(20%). Jezeli wspolczynnik tlumienia {21, to czlon oscylacyjny
przechodzi w czton inercyjny II rzedu.

10 _—
Aw) =01
Vo =03
1 1\
=07 "= N\
01 il
(=1 == X
-40dB/dek -
0.01
0.01 0.1 1 10 gy, 100
0° = T
o Y
-30° -
— |Z=0.1
-60° Z:(;).3;
\N an Z:05

-90° g
- 207

%& 1A
-150°

~

|/ /5L
[ LLLL.
INNINS
(1117

ISNFAd

-180°
0.01 0.1 1 10 W, 100

Rys.2.13. Charakterystyka amplitudowo-fazowa Nyquista cztonu oscylacyjnego Il rzedu dla roznych
wartosci { i charakterystyki Bodego cztonu
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2.4.10. Czlon opézniajacy (opéznienie transportowe) |[G(s) =k [2™°"

Charakterystyka amplitudowa jest taka sama jak dla cztonu proporcjonalnego G(s)=k. Opoznienie
transportowe ma wplyw tylko na przebieg charakterystyki fazowej, ktora jest funkcja liniowq:

d(w) =-T,w (2.43)

Charakterystyka widmowa: G(jw) = k(cosw— jsin W) (2.44)

Poniewaz przesunigcie fazowe nie ustala si¢ na stalej wartosci przy w— o czlon opdzniajacy
zalicza si¢ do ukladow nieminimalnofazowych. Jezeli opdznienie wystepuje w uktadzie, ktdrego
transmitancja widmowa G(jw)—-0 dla w-o (co jest typowe dla ukladow rzeczywistych), to
powoduje ono spiralne zawijanie si¢ charakterystyki amplitudowo-fazowej Nyquista dookota poczatku

uktadu wspdtrzednych (Rys.2.14).

a czton opdzniajacy idealny b
) ) 0° T d(w) W
czlon op6zniajacy z inercja + t >
0.1 10
-180°
Re G
-360°

Rys.2.14. a) Charakterystyki amplitudowo-fazowe cztondow: opdzniajacego idealnego i opodzniajacego
=sT,

Ts +

z inercja G(s) = , b) logarytmiczna charakterystyka fazowa cztonu op6zniajacego idealnego

2.5. Identyfikacja ukladu na podstawie charakterystyki czestotliwosciowej

Duze znaczenie w praktyce ma problem doswiadczalnej identyfikacji uktadu, ktorego transmitancja
nie jest znana. Identyfikacja w dziedzinie czestotliwo$ci polega na dopasowaniu zmierzonej
charakterystyki czgstotliwosciowej uktadu do charakterystyki ktorego$ z cztonéw podstawowych lub
ich potaczenia. Dla tego celu szczegodlnie przydatne sa charakterystyki logarytmiczne, ktorych
asymptotycznie liniowe przebiegi umozliwiaja wychwycenie cech charakterystycznych w catym
zakresie czgstotliwos$ci i okreslenie postaci transmitancji uktadu. Na podstawie punktow zatamania
charakterystyk asymptotycznych mozna z kolei tatwo wyznaczy¢ warto$ci parametrow transmitancji.

Jezeli lewostronna (niskoczestotliwo$ciowa) czes¢ charakterystyki amplitudowej osiaga
asymptotycznie nachylenie -n[20dB/dek, to w transmitancji uktadu wystepuje n cztondéw catkujacych.
Zmiana nachylenia charakterystyki asymptotycznej o -20dB/dek w punkcie wy oznacza wystgpowanie
inercyjnej statej czasowej 7=1/ wy (zmiana o -40dB/dek wskazuje na obecno$¢ dwoch jednakowych
lub bliskich stalych czasowych itd.). Jezeli zmianie nachylenia o -40dB/dek towarzyszy pik
rezonansowy, to w mianowniku wystepuje czton oscylacyjny (na podstawie wysokosci piku mozna
oceni¢ wspotczynnik ttumienia). Dodatnie zmiany nachylenia oznaczaja, ze analogiczne czynniki
(element rozniczkujacy, forsujaca stala czasowa, element oscylacyjny) nalezy wilaczy¢ do licznika
transmitancji identyfikowanego uktadu.

Poprawnos$¢ analizy przebiegu charakterystyki amplitudowej powinna by¢ zweryfikowana analiza
charakterystyki fazowe;.

Trafno$¢ identyfikacji jest zalezna od:

* poprawnego wybrania badanego zakresu czegstotliwosci (w szczegdlnoSci badany przedziat
czestotliwosci powinien zawierac wszystkie punkty zatamania charakterystyki amplitudowej) oraz
doktadnos$ci pomiarow,

* doktadnosci aproksymacji charakterystyki do§wiadczalnej charakterystyka asymptotyczna.
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3. Przebieg éwiczenia

3.1. Uklad pomiarowy

W  ¢wiczeniu zdejmowane sa charakterystyki czgstotliwosciowe uktadow dynamicznych

zrealizowanych w formie czwornikow RC w ukltadzie pomiarowym pokazanym na Rys.2.15. Napigcie
sinusoidalne o nastawianej czestotliwosci jest podawane z generatora na wejscie badanego czwornika
oraz na wejscia oscyloskopow Y-T i X-Y. Do obu oscyloskopéw doprowadzane jest rOwniez napigcie
wyjsciowe czwornika.

A. Pomiar charakterystyki amplitudowej

Amplitudg napigcia wejSciowego mozna utrzymywac przez caty czas na tym samym poziomie (W
takim przypadku wystarczy zmierzy¢ ja tylko jeden raz).

Wzmocnienia kanatdow oscyloskopéw, do ktorych doprowadzone sa sygnaty, powinny by¢
skalibrowane, aby odczyty odpowiadaly nastawionym zakresom.

Skale podstawy czasu oscyloskopu Y-T nalezy zmienia¢ stosownie do zmiany czgstotliwo$ci
sygnatéw. W celu doktadniejszego odczytania amplitudy wygodnie jest pozostawi¢ na ekranie
oscyloskopu tylko przebieg interesujacego nas kanatu (przetaczy¢ rodzaj pracy na kanat A lub B) i
regulujac podstawa czasu ,,zaggscic¢” przebieg tak, aby tworzyl na ekranie jasne pasmo.

Lepsza doktadnos¢ daje odczytywanie wartosci miedzyszczytowej, tzn. 2Y, (lub 2X,,). Jezeli
warto$¢ ta spada (np. ponizej 20mm), nalezy odpowiednio zwigkszy¢ wzmocnienie oscyloskopu i
zanotowac warto$¢ z uwzglednieniem zmiany skali.

B. Pomiar charakterystyki fazowej

Przesunigcie fazowe odczytuje si¢ z oscyloskopu Y-T synchronizujac obraz dla kazdej
nastawionej czgstotliwosci i rozwiazujac proporcje a : b = ¢ : 180° (Rys.2.16). Oba przebiegi
musza by¢ przy tym symetryczne wzgledem osi OX i odpowiednio ,,rozciagnigte” na ekranie.

Dla matych przesuni¢¢ fazowych pomiar przesunigcia sinusoid jest utrudniony. Lepsze rezultaty
daje w takim przypadku obliczenie ¢ na podstawie ksztattu elipsy Lissajous na ekranie
oscyloskopu X-Y (Rys.2.16). W celu zapewnienia wigkszej doktadnosci odczytow elipsa powinna
by¢ wpisana w prostokat o mozliwie duzych bokach. Ze wzgledu na sposdb odczytu bardzo wazne
jest wyposrodkowanie elipsy w poziomie. Obraz nie powinien wykazywaé znieksztalcen
nieliniowych. Z réwnan parametrycznych elipsy wzgledem czasu (2.1)-(2.2) wynika zaleznos¢:

. C
= — 2.45
) aresin— (2.45)
C osC
o [ ) YT
GEN T Le e —H o
/\/\/ @ Ry ¢ LG ©A OB
e Tl
R,
4
»® o« 0SsC
X-Y
oX oY

Rys.2.15. Uktad pomiarowy do zdejmowania charakterystyk czestotliwosciowych
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N~
/\\\ ( \ 2Y, |2X, // // c |d
\ A ( A

A
()

Rys.2.16. Metody okre$lania przesunigcia fazowego: a) oscylogram Y-T,
b) oscylogram X-Y (elipsa Lissajous)

3.2. Zadania do wykonania

* Przeprowadzi¢ polaczenia elementéw czwoérnika wedlug polecen prowadzacego. Schemat
polaczen badanego ukladu oraz wartosci parametrow RC nalezy odnotowaé w protokole z
éwiczenia.

* Przeprowadzi¢ pomiary dla czgstotliwosci podanych w tabeli. W zaznaczone kolumny nalezy
wpisywa¢ dane z pomiarow, a nastgpnie (przy opracowywaniu sprawozdania) na ich podstawie
obliczy¢ wartosci w pozostatych kolumnach.

Zm a e
=z ° = arcsin —
logw |2X, | 2Y, 2X,, 20l0g4 | @ b 5 aso’| ¢ d |¢ 7

21y

Hz |rad/s| rad/s | mm | mm \Y7AY% dB mm | mm ° mm | mm °

20

50
100
200
500
1000
2000
5000
10000
20000
50000

* Przesunigcie fazowe wystarczy okresli¢ jednym z podanych sposobow. Drugi sposob nalezy
wykorzysta¢ do weryfikacji pomiarow w przypadkach watpliwych.

= W tych przedziatach czgstotliwosci, w ktorych istnieje podejrzenie wystepowania punktu
zalamania charakterystyki nalezy przeprowadzi¢ 2-3 dodatkowe pomiary w celu poprawy
doktadnosci identyfikacji uktadu.

Powyzsze punkty nalezy powtorzy¢ dla wszystkich ukladéw zadanych przez prowadzacego.

4. Opracowanie sprawozdania

Dla kazdego z badanych podczas ¢wiczenia czlonow nalezy:
1. Na podstawie przeprowadzonych pomiaréw wykresli¢ nastepujace charakterystyki (ciagla linig
charakterystyki nalezy przeprowadzi¢ pomigdzy punktami pomiarowymi w mozliwie gtadki sposob):

* logarytmiczna amplitudowa i fazowa (wykresy Bodego),

* amplitudowo-fazowa (wykres Nyquista).
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2. Poréwna¢ wykres§lone charakterystyki z charakterystykami cztonow podstawowych z pkt.i na tej
podstawie okresli¢ typ cztonu oraz parametry jego transmitancji (wspotczynnik wzmocnienia k, stala
czasowa T, ew. parametr 0). Wartosci parametrow nalezy okresli¢ na podstawie charakterystyk
asymptotycznych dorysowanych na wykresach zmierzonych charakterystyk logarytmicznych.

3. Na podstawie znajomos$ci schematu potaczen oraz wartosci elementow RC obliczy¢ teoretyczna
transmitancj¢ napieciowa G(s)=U,(s)/Ui(s) cztonu i jej parametry. Charakterystyki asymptotyczne
uzyskane z obliczen nalezy dorysowac na wykresach wyznaczonych wcze$niej.

4. Przedyskutowac ewentualne rozbiezno$ci wynikow doswiadczalnych i obliczen. Oceni¢ uzyskang
doktadno$¢ identyfikacji cztonu.

Zadanie do rozwiazania: Na podstawie podanej charakterystyki amplitudowej uktadu wyznaczy¢
jego transmitancj¢. Wiadomo, ze uktad jest minimalnofazowy i ze zawiera element oscylacyjny.

100
10
N\
Gl 1 >
0.1
0014 10 20 100\ 1000

w (rad/sec)
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