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Cwiczenie M-2: Wyznaczanie przyspieszenia ziemskiego za pomoca wahadla matematycznego

I. Zagadnienia do przestudiowania
Ruch harmoniczny

Oscylator harmoniczny prosty

Wahadlo matematyczne

Metoda regresji liniowej

Ll N

II. Cel ¢wiczenia
1. Wyznaczenie przyspieszenia ziemskiego przy uzyciu wahadla matematycznego z
wykorzystaniem regresji liniowe;.

IIl. Zasada pomiaru

Przy uzyciu stopera mierzony jest okres malych drgann wahadla matematycznego
proporcjonalny do pierwiastka kwadratowego z jego dtugosci. Pomiar wykonywany dla
réznych dlugosci wahadta i matych katéw wychylen do okoto 7° pozwala na wyznaczenie
wartosci przys$pieszenia ziemskiego g.

IV. Wprowadzenie teoretyczne

Wahadlem matematycznym nazywamy punkt materialny o masie m zawieszony na
niewazkiej i nierozciggliwej nici o dlugosci 1. Taki uklad wychylony z potozenia
rownowagi o niewielki kat ¢ i puszczony swobodnie porusza si¢ ruchem drgajacym
prostym (Rys. 1).

F

F, \“-..“y.
Q

Rys. 1. Wahadlo matematyczne
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Na punkt materialny dziala sita naprezenia nici N i sita ciezkosci Q, ktéra zgodnie z rys. 1
mozna roztozy¢ na dwie sktadowe, mianowicie na F1 styczng do tuku po ktérym porusza
sie¢ punkt materialny i skierowana przeciwnie do wychylenia z polozenia réwnowagi
(stad znak minus przy jej wartoéci we wzorze (1) oraz na skladowa F. dzialajaca w
kierunku nici:

F, =—mgsing (1)
F, =mgcos¢g (2)

X
Dla malych wychylen sing=¢ mozna przyjaé, ze ¢ = n gdzie x jest wychyleniem z

polozenia réwnowagi.
Site F1 mozna wtedy przedstawi¢ jako:

X
Fy =-mg n 3)

Ruch wywolany przez tego rodzaju sile wprost proporcjonalng do wychylenia i
skierowana do niego przeciwnie

F =—kx (4)

nazywamy ruchem harmonicznym prostym.

d?x
Wykorzystujac definicje przyspieszenia &= e wyznaczong podstawie II zasady
dynamiki Newtona site mozna zaprezentowac w postaci:
2
X
F=ma= m—dt2 (5)

i wstawiajac do réwnania (5) za F1 wyrazenie (4) otrzymujemy:
d2x
— = kX 6
a2 (6)

Dzielac powyzsze réwnanie przez mase m i po prostych przeksztalceniach algebraicznych
otrzymujemy réwnanie rézniczkowe ruchu harmonicznego prostego:

d?x  x 0
w o ?
Rozwigzaniem tego réwnania jest x=Acos(wt+ap), gdzie A jest amplitudg czyli
maksymalnym wychyleniem z polozenia réwnowagi, a (ot+a) - faza drgan
2
Widzac, ze przyspieszenie a :%:- Ad’cos(ott+op)= -a?, site F1 z rownania (5) mozna
zapisaé w postaci:

F, = ma = —ma?X )
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Nastepnie poréwnujac site powodujaca ruch harmoniczny wahadta z réwnania (3) z sitg w
wyrazeniu (8):

X
—mg T —Ma?x 9)

i po wyrugowaniu obustronnie masy m otrzymujemy zaleznos¢:

gy =X (10)

7
gdzie: @ = T jest czestoscia drgan wlasnych, a T - okresem tych drgan

Czyli:

T=5X (11)

Stad po odpowiednim przeksztalceniu okres T matych drgarh wahadla matematycznego

wyraza si¢ wzorem:
T=2x [—I 12
g (12)

Ze wzoru (12) widaé, iz okres malych drgann wahadla matematycznego zalezy od
pierwiastka kwadratowego jego dltugosci, natomiast nie zalezy od jego masy.

Podnoszac réwnanie (12) do kwadratu, wida¢ iz kwadrat matych drgann wahadla
matematycznego jest liniowa funkcjg dtugosci tego wahadla, a mianowicie:

B 47[2
g

T2 I (13)



Cwiczenie M-2: Wyznaczanie przyspieszenia ziemskiego za pomoca wahadla matematycznego

V. Zestaw pomiarowy
Wahadlo matematyczne, stoper, przyrzad metrowy

VI. Przebieg ¢wiczenia
dtugos¢

1.

V. Tabela pomiarowa

Rys.2. Pomiar przyspieszenia ziemskiego za pomoca wahadla matematycznego

Zmierzy¢

zamocowania linki do srodka kulki zamocowanej na lince.
Odchyli¢ kulke o niewielki kat (¢ <7°) i nastepnie ja pusci¢ tak, aby otrzymac

oscylacje odbywajace sie w poziomie.

wahadla przy uzyciu przymiaru metrowego od punktu

Dokona¢ stoperem pomiaru czasu t trwania 20 kolejnych pelnych cykli oscylacji,
wybierajac jako chwile ,zero” mierzenia czasu np. ,lewe” najwyzsze polozenie
oscylujacej kulki. Jeden cykl oscylacji, tzn. okres T to odstep czasu pomiedzy dwoma
kolejnymi ,lewymi” najwyzszymi potozeniami kulki. Wyniki zarejestrowac w tabeli.

Pomiary czasu t z pkt. 2 przeprowadzi¢ dla 8 réznych dlugosci wahadta. Wyniki
zapisa¢ w tabeli.

N =1 0 ’ 0 -
Lp-| Hml | t[s BT ey ) | mys | /s
1.

2.
.
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VI. Opracowanie wynikow

1. Obliczy¢ okresy drgan oraz ich kwadraty. Wyniki wpisac¢ do tabeli.

2. Kwadrat okresu drgann wahadla matematycznego zgodnie ze wzorem (13) zalezy
liniowo od dlugosci wahadta, czyli funkcja T?%(I) jest linia prosta o réwnaniu y=ax+b,
gdzie:

y—>T?
x— |
Parametr a nachylenia prostej:
47?
a=—
g
Parametr b powinien by¢ bliski zero.
Przy uzyciu regresji liniowej wyznaczy¢ parametry a i b oraz ich odchylenia
standardowe S Sp.
Metoda regresji liniowej dokladnie zostala opisana w literaturze [3] oraz sposoby
wyznaczenia parametrow regresji liniowej przedstawiono w zalaczniku niniejszej
instrukgji.
3. Wyznaczy¢ przyspieszenie ziemskie g ze wzoru:
472
g=—"
a
4. Obliczy¢ blad bezwzgledny Ag zgodnie ze wzorem:
4r?
Ag=——-S=
g q A
5. Oszacowac blad wzgledny procentowy przyspieszenia ziemskiego
5, =29 .100%
g

6. Zapisa¢ wartos¢ g z uwzglednieniem niepewnosci pomiarowej.

7. Sporzadzi¢ wykres zaleznosci liniowej T?%() kwadratu okresu w funkcji dlugosci
wahadtla. Na wykres nanie$¢ prosta typu y=ax+b.

8. Przedyskutowac dlaczego parametr b jest r6zny od zera.

9. Przeanalizowac uzyskany wynik g i poréwnac go z wartoscia tablicowa.

Literatura
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Zalgcznik: Regresja liniowa-klasyczna (metoda najmniejszych kwadratow)

Jezeli pomiedzy dwiema wielkosciami fizycznymi wystepuje zaleznos¢ liniowa, regresja liniowa
jest prosta (cho¢ niekiedy pracochlonng) metoda wyznaczenia parametréw najlepiej dopasowanej
prostej. Uzyskane parametry dopasowania moga nastepnie postuzy¢ do wyznaczenia szukanej
wielkosci fizycznej.

METODA 1

Parametry prostej okreslonej rownaniem Y = ax+b mozna wyznaczy¢ przy uzyciu formut:

gdzie: X;, ¥; - wartosci uzyskane z eksperymentu
N  -liczba wykonanych pomiaréw

Niepewnosci standardowe wartosci a i b okre$lone sa formutami:

n(zyiz_a'ZXiYi _b'zyij
S — i=1 i=1 i=1

ST

Zapis: y=(a+S,)x+(b%S,)

Sb=

S|

Wspolczynnik korelacji oznaczany przez R, zdefiniowa¢ mozna jako:

Wspotczynnik korelacji zawiera si¢ miedzy -1 a 1. Dane sa bardziej skorelowane, czyli bardziej
zalezne od siebie, czym jego warto$¢ bezwzgledna jest blizsza jednosci.

Gdy |R| =1oznacza to, ze dane idealnie leza na prostej Y =ax+ b.
Gdy |R|=0 wtedy dane od siebie w ogéle nie zaleza.

Najczesciej w praktyce spotyka sie wartosci posrednie wspoétczynnika R.
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METODA 2

Wspolczynniki regresji liniowej i ich odchylenia standardowe mozna wyznaczy¢ w Excelu. Do
tego celu stuzy funkcja statystyczna REGLINP w wariancie funkgji tablicowej. Funkcje tablicowe
to takie, ktére zwracaja kilka wynikéw réwnoczesnie, zapelniajagc wskazang tablice (zakres
komorek).

Postepowanie:

1.
2.

o1

Nalezy wprowadzi¢ dane eksperymentalne X; i Y; do komorek arkusza kalkulacyjnego.

W celu wykonania funkgji tablicowej - tablicowe to takie funkcje, ktére zwracaja kilka
wynikéw réwnoczesénie, zapelniajac wskazang tablice (zakres komorek), nalezy zaznaczy¢ w
arkuszu obok siebie zakres komérek np. 2K x 3W, gdzie K=kolumny, a W=wiersze, czyli np.
zakres D1:E3.

W celu przywolania funkcji tablicowej REGLINP, nalezy wybra¢ polecenie WSTAW a
nastepnie FUNKCJA.

Z kategorii WSZYSTKIE lub STATYSTYCZNE nalezy wybra¢ funkcje REGLINP.

W oknie wprowadzania parametréw nalezy podac parametry funkcji:

w wierszu znane _y - zakres komoérek zawierajacych wartosci rzednych y,

w wierszu znane_x - zakres komorek zawierajacych wartosci odcietych x,

w wierszu stata - nic lub prawda (1), a jeSli wymuszamy wartoé¢ b=0, to argument stata
wynosi fatsz (0),

w wierszu statystyczny - wartoé¢ logiczng prawda (1) jesli zadamy podania niepewnosci
oszacowania parametréw aib.

Po wprowadzeniu parametréw zamknaé¢ okno tablicy klikajac na przycisk OK a nastepnie
od razu klikngé wskaznikiem myszy na tzw. pasek formut znajdujacy sie nad arkuszem, tak
aby pojawil sie tam i zaczat mrugac¢ wskaznik tekstowy.

Przyciskajac jednoczeénie kombinacje klawiszy CTRL+SHIFT+ENTER w szeSciu
komérkach zaznaczonych w pkt. 2 pojawia si¢ wartosci wyliczone metoda najmniejszych
kwadratow.

a b
Sa Sb
R2

gdzie: a - kat nachylenia prostej
b - rzedna poczatkowa
Sa- odchylenie standardowe od wartosci a
Sv- odchylenie standardowe od wartosci a
R? - wspolczynnik korelacji okreslajacy zgodnosé¢ danych z linig trendu



